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Multiopl�sningsanalyse, ortogonalewavelets og kvadratur�ltreMorten Nicolaj Pedersen8. maj 19971 ForordIndenfor disciplinen m�nstergenkendelse er det en klassisk metode at trans-formere et signal, f�r det analyseres. En s�adan transformation har ofte karak-ter af opl�sning af signalet i en linearkombination af bestemte byggeblokke| resultatet er s�a koe�cienterne.Det kanoniske eksempel er kort-tids Fourier transformationen (STFT ),som opl�ser et signal i tidsbegr�nsede svingninger af en bestemt frekvens.Den er indlysende at fremh�ve fordi, den indtil for f�a�ar siden var den enesteanvendte. En ulempe ved STFT er, at der kan opst�a et dilemma i forbindelsemed valg af vinduets st�rrelse. V�lges det for smalt, er der ikke informationnok at analysere, hvorimod et for bredt vindue bevirker, at man ikke ana-lyserer et �jebliksbillede. Desuden kan det v�re sv�rt overhovedet at vide,hvor tempor�r den information, man �nsker at udvinde, er.Man har desuden p�apeget en anden hage ved brug af STFT i forbindelsemed billedbehandling. En diskretisering svarer til en opdeling af frekvensak-sen i intervaller af konstant bredde �!1. Dette er uheldigt set i forhold til, atforskning indenfor psykofysiologi har sandsynliggjort, at mennesket splittersynsindtryk op i frekvensb�and, der har konstant bredde p�a en logaritmiskskala.Dette projekt beskriver en transformation, der ikke har disse svagheder.Den baserer sig p�a dekomposition af et signal vha. element�re byggeblokke,der har lokalisering i b�ade tid og frekvens. Det interessante er, at teknikkenblev opdaget p�a to forskellige m�ader uafh�ngigt af hinanden. Begge faconerskitseres, og forbindelsen klarl�gges. Desuden gives via en implementation iMatLab illustrative eksempler.1Selvf�lgelig sampler man ogs�a i tidsdom�net - f.eks. med hastigheden 1=�t.1



2 ORTOGONALE WAVELETS 22 Ortogonale waveletsTil brug ved m�nstergenkendelse har man foresl�aet grov-til-�n analyse. Ens�adan tager sit udgangspunkt i et signals approksimationer (aj)j2Z ved for-skellige opl�sninger j. Deraf fors�ger man at destillere forskellen dj | kal-det detaljerne ved opl�sning j | i information ved opl�sning aj+1 og aj.Dermed haves en alternativ repr�sentation af signalet. Tanken er s�a at be-handle det parallelt ved 
ere opl�sninger vha. (dj)j2Z udfra en betragtningom, at informationen p�a en grovere skala giver konteksten for den tilsvarendedel af signalet p�a en �nere skala. Det skulle s�a v�re muligt, at genkendem�nstre, der har karakteristika p�a vidt forskellige skalaer. Dette er en klarfordel i forhold til STFT , hvor man m�a l�gge sig fast p�a �et vindue. Fremskaf-ningen af repr�sentationen, der er grundlaget for metodens brug, kaldes enmultiopl�snings-transformation.Burt et al. [1] og Crowley [2] har foresl�aet et signals Laplace-pyramidesom analysegrundlag. En s�adan lider dog under den skavank, at informa-tionen p�a forskellige niveauer er korreleret. Denne redundans besv�rligg�rerforetagenet.Mallats arbejde med multiopl�sning [3], [4] har resulteret i en transforma-tion, hvor dette ikke er tilf�ldet. Det er den ene af de to indfaldsvinkler, dervil blive omtalt i projektet. Den er matematisk og oprinder i funktionalana-lysen. Jeg l�gger s�aledes ud med at ska�e overblik ved at besk�ftige mig medaksiomatisering af egenskaber i en kontinuert ramme af kvadratisk integrablefunktioner, f�r der diskuteres diskretisering af begreberne og tilh�rende re-alisering. Blot bliver der ikke tale om en de�nition, der kan synes taget udaf luften - der suppleres med intuitive argumenter, som retf�rdigg�res af dest�rke resultater, som kan udledes.2.1 ApproksimationDet er �nskeligt, at forholdet mellem st�rrelsen af aj+1 og aj er lig en fastparameter �. Dermed bliver repr�sentationen nemlig delvist skala-invariant.For en nemheds skyld v�lger man normalt en fordobling, dvs. man er inter-esseret i opl�sningerne (2j)j2Z.Operatoren A2j , der tiln�rmer et signal f(t) 2 L2(R) ved opl�sningen 2j,skal have f�lgende egenskaber.1. A2j er den ortogonale projektionen af f(t) p�a et bestemt underrumaf L2(R), som skrives V2j . Dvs. A2j skal v�re line�r og udv�lge denfunktion i V2j , som er t�ttest p�a f(t) i normforstand:8g(t) 2 V2j : kg(t)� f(t)k � kA2jf(t)� f(t)k



2 ORTOGONALE WAVELETS 3Man kan t�nke p�a V2j som m�ngden af mulige tiln�rmelser ved opl�s-ningen 2j af funktioner i L2(R).2. Approksimationen A2jf(t) kan beregnes udfra A2j+1f(t). Dette principkan ogs�a formuleres: 8j 2 Z : V2j � V2j+13. Approksimeringsmetoden afh�nger ikke af opl�sningen, s�a ved skale-ring kan man bev�ge sig mellem underrummene:8j 2 Z : f(t) 2 V2j , f(2t) 2 V2j+1 (1)4. A2jf(t) er beskrevet ved 2j samples i intervallet [t0; t0 + 1[; t0 2 Z.Forskydes f(t) stykket 2�jk; k 2 Z, g�lder det samme for A2jf(t) ogde beskrivende samples. Det er nok at formulere disse tre krav for j = 0,da (1) og induktion s�a giver dem for hele Z. Alts�a:Der �ndes en isomor� I mellem V1 og I2(Z)8k 2 Z : A1fk(t) = A1f(t� k); hvor fk(t) = f(t� k)I(A1f(t)) = (�i)i2Z, I(A1fk(t)) = (�i�k)i2Z5. N�ar opl�sningen n�rmer sig +1 hhv. 0, n�rmer approksimationen sigdet oprindelige signal hhv. 0:M�ngden limj!+1V2j = +1[j=�1V2j er t�t i L2(R)limj!�1V2j = +1\j=�1V2j = f0gEn samling vektorrum (V2j)j2Z og operatorer (A2j )j2Z opfyldende disse kravkaldes en multiopl�sningsanalyse af L2(R).2.2 DetaljerGivet en multiopl�sningsanalyse ses det let, hvordan de tilh�rende operatorer(D2j )j2Z, som giver detaljerne, m�a se ud. Da A2j+1 hhv. A2j er den ortogonaleprojektion p�a V2j+1 hhv. V2j , giver Dekompositionss�tningen (se [5]), at D2jer den ortogonale projektion p�a O2j , hvor V2j+1 = V2j � O2j .



2 ORTOGONALE WAVELETS 42.3 Skaleringsfunktion og ortogonal waveletDet viser sig, at en multiopl�sningsanalyse har en gylden egenskab:S�tning 1 S�t �2j (t) = 2j=2�(2jt) og lad en multiopl�sningsanalyse afL2(R) v�re givet. S�a �ndes en injektivt og entydigt bestemt skaleringsfunk-tion eller fader wavelet �(t) 2 L2(R), s�a (�2j (t�2�jn))n2Z er en ortonormalbasis for V2j .Dette resultat �abner op for en eksplicit karakterisering af approksimations-operatorerne (A2j )j2Z, hvilket jeg vender tilbage til i afsnit 2.4.1. I afsnit 2.5.1forklares, hvorfor det indre produkt dukker op i f�lgende karakterisering afen skaleringsfunktions Fourier transformerede:S�tning 2 Lad �(t) 2 L2(R) v�re en skaleringsfunktion og lad K0 v�re detdiskrete �lter med impulssvar k0(n) = 1p2h�2�1(u); �(u�n)i. Lad K0(!) v�reFourier r�kken givet ved:K0(!) = +1Xn=�1 k0(n) exp(�in!) (2)S�a opfylder K0(!): k0(n) = O(n�2) (3)jK0(0)j = 1 (4)jK0(!)j2 + jK0(! + �)j2 = 1 (5)Lad omvendt K0(!) v�re en Fourier r�kke opfyldende (3)-(5) samt8! 2 [0; �=2] : jK0(!)j 6= 0 (6)S�a er funktionen, hvis Fourier transformerede er:�̂(!) = +1Yp=1K0(2�p!) (7)en skaleringsfunktion.Filtre K0, som opfylder (5), kaldes konjugerede �ltre, og har v�ret genstandfor megen opm�rksomhed i signalbehandlings-litteraturen. S�tning 1 har enanalog:



2 ORTOGONALE WAVELETS 5S�tning 3 Lad en multiopl�sningsanalyse med skaleringsfunktion �(t) ogkonjugeret �lter K0 v�ret givet. De�ner da en ortogonal (moder) wavelet (t) ved dens Fourier transformerede: ̂(!) = K1(!=2)�̂(!=2); hvor K1(!) = � exp(i!)K0(! + �) (8)og s�t  2j (t) = 2j=2 (2jt). S�a er ( 2j (t� 2�jn))n2Z en ortonormal basis forO2j , og lader man (n; j) 2 Z2, f�as en ortonormal basis for L2(R).Hermed er det muligt ogs�a at karakterisere (D2j )j2Z eksplicit. Der henvisestil afsnit 2.4.2.Givet et konjugeret �lter som ogs�a honorerer (3), (4) og (6), st�ar man alts�aindirekte med en skaleringsfunktion og en ortogonal wavelet. Det viser sig,at man kan v�lge K0, s�a �(t) og  (t) f�ar lokalisering i b�ade tid og frekvens.2.4 DiskretiseringDet forklares nu, hvordan S�tning 1 hhv. S�tning 3 kan anvendes til atkarakterisere operatoren A2j hhv. D2j eksplicit.2.4.1 ApproksimationFor approksimationsoperatorens vedkommende drejer det sig om opl�sningenaf f(t) i den til r�adighed st�aende basis for V2j :A2jf(t) = +1Xn=�1hf(u); �2j(u� 2�jn)i�2j(t� 2�jn)A2jf(t) ben�vnes den kontinuerte approksimation af f(t) ved opl�sningen2j, og er er alts�a karakteriseret ved en m�ngde indre produkter, som skrives:Ad2jf = (hf(u); �2j(u� 2�jn)i)n2Zog kaldes den diskrete approksimation af f(t) ved opl�sningen 2j. Da detindre produkt simpelthen er en integration over R, kan det skrives som enfoldning: hf(u); �2j(u� 2�jn)i = (f(u) � �2j (�u))(2�jn)Alts�a kan Ad2jf betragtes som v�rende fremkommet ved en �ltrering af f(t)efterfulgt af uniform sampling med afstand 2�j. Idet, der er tale om approk-simation og dermed udviskning af detaljer, kan man t�nke p�a �(t) som etlav-pas �lter.



2 ORTOGONALE WAVELETS 62.4.2 DetaljerForl�bet er naturligvis det samme, n�ar operatoren, der uddrager detaljer,skal beskrives udf�rligt. Der opl�ses i basen for O2j :D2jf(t) = +1Xn=�1hf(u);  2j(u� 2�jn)i 2j (t� 2�jn)D2jf(t) kaldes det kontinuerte detalje-signal for f(t) ved opl�sningen 2j, oger identi�ceret ved de indre produkter:Dd2jf = (hf(u);  2j(u� 2�jn)i)n2Z= (f(u) �  2j (�u))(2�jn)n2Zsom kaldes det diskrete detalje-signal for f(t) ved opl�sning 2j.Man kan alts�a ligeledes se Dd2jf som resultatet af en �ltrering af f(t),der er samplet uniformt med afstand 2�j. Da  (t) uddrager den information,som �(t) lader tilbage, er det naturligt at t�nke p�a  (t) som et h�j-pas�lter, hvilket falder godt i tr�ad med, at energien i Dd2jf giver et m�al forirregulariteten af signalet ved opl�sningen 2j+1.2.4.3 Ortogonal wavelet repr�sentationI praksis vil man st�a med et signal, der er m�alt ved en bestemt endeligopl�sning. For en nemheds skyld antages, at denne er 1. Dvs. givet er signaletAd1f = Ad20f . Det kan vises ved induktion over J , at dette oprindelige signaler repr�senteret af: (Ad2�Jf; (Dd2jf)�J�j��1) (9)Dette kaldes den ortogonale wavelet repr�sentation. Beviset f�res ikke her.Istedet anf�res i afsnit 2.5.2 et rekonstruktionsargument. Parallellen til Crow-ley og Burt et al. er indlysende. Ad2�Jf svarer til den Gaussiske top af Laplace-pyramiden, og (Dd2jf)�J�j��1 er lagene nedenunder.De frekvensomr�ader, som �(t) og  (t) slipper forbi, overlapper. Det g�rdet umiddelbart sv�rt at betragte (9) som en opsplitning af Ad1f i frekvens-kanaler. Det er mere givtigt at ihukomme relationen V2j+1 = V2j � O2j . Al-ligevel kan det i forbindelse med en anvendelse forekomme, at man fors�gerat g�re sammenfaldet ubetydeligt.Det oprindelige signal best�ar selvf�lgelig heller ikke af numerabelt mangestikpr�ver, men Ad1f = (�n)1�n�M , hvorM er en toerpotens. Normalt antagerman med henblik p�a at undg�a gr�nseproblemer symmetri mht. 0 og M :�n = � ��n ; �M < n < 0�2M�n ; 0 < n < M



2 ORTOGONALE WAVELETS 7Er impulssvaret for H, som de�neres i (13), lige, vil Ad2jf v�re symmetriskmht. 0 og 2�jM .I mods�tning til Laplace-pyramider er en ortogonal wavelet repr�senta-tion ikke redundant. N�ar, som antaget, det oprindelige signal best�ar af Msamples, er b�ade Ad2jf og Dd2jf beskrevet ved 2jM samples, �J � j � �1,og koe�cienterne er uafh�ngige i statistisk forstand.Det understreges, at (9) med J = log2(M) for en given multiopl�snings-analyse er resultatet af den tilknyttede transformation.2.5 RealiseringSignalerne Ad2jf og Dd2jf kan beregnes ved en simpel, iterativ algoritme, sombeskrives nedenfor.2.5.1 Opl�sning�2j (t�2�jn) tilh�rer V2j � V2j+1 , hvorfor S�tning 1 giver f�lgende opl�sningi basis:�2j (t�2�jn) = +1Xk=�1h�2j (u�2�jn); �2j+1(u�2�j�1k)i��2j+1(t�2�j�1k) (10)Ved substitution under integraltegnet2 f�as identiteten:h�2j (u� 2�jn); �2j+1(u� 2�j�1k)i = h�2�1(v); �(v � (k � 2n))i (11)Tages det indre produkt af f(t) med hver side af (10), og udnyttes (11), st�arman med:hf(u); �2j(u�2�jn)i = +1Xk=�1h�2�1(u); �(u�(k�2n))i�hf(u); �2j+1(u�2�j�1k)i(12)Lad nu H v�re det diskrete �lter med impulssvar de�neret ved3:8n 2 Z : h(n) = h�2�1(u); �(u� n)i (13)og lad ~H v�re spejl�ltret med impulssvar ~h(n) = h(�n). Inds�ttes (13) i(12) haves:hf(u); �2j(u� 2�jn)i = +1Xk=�1 ~h(2n� k)hf(u); �2j+1(u� 2�j�1k)i (14)2v = 2(2ju� n).3Bem�rk analogien til k0(n) i S�tning 2.



2 ORTOGONALE WAVELETS 8Ligning (14) viser, at Ad2jf f�as ved at folde Ad2j+1f med ~H og beholde hve-randen sample i resultatet.Ved lignende regninger f�as, at hvis man lader G v�re det diskrete �ltermed impulssvaret: 8n 2 Z : g(n) = h 2�1(u); �(u� n)i (15)og s�tter ~G til spejl�ltret med impulssvar ~g(n) = g(�n), kan man skrive:hf(u);  2j(u� 2�jn)i = +1Xk=�1 ~g(2n� k)hf(u);  2j+1(u� 2�j�1k)iog alts�a ved at folde Ad2j+1f med ~G og smide hveranden sample v�k kommetil at st�a med Dd2jfAlts�a kan man ska�e sig en ortogonal wavelet repr�sentation for Ad1f vedat dekomponere Ad2j+1f i Ad2jf og Dd2jf for �J � j � �1. Figur 1 illustrereren iteration i denne pyramide-algoritme.- # 2~H~G # 2- -- Ad2jfDd2jf--Ad2j+1f
Figur 1: Opl�sning.2.5.2 RekonstruktionDer g�lder �2j+1(t�2�j�1n) 2 V2j+1 = V2j�O2j , hvorfor der haves opl�sningen:�2j+1(t� 2�j�1n) = +1Xk=�1h�2j+1(u� 2�j�1n); �2j(u� 2�jk)i��2j(t� 2�jk)+ +1Xk=�1h�2j+1(u� 2�j�1n);  2j (u� 2�jk)i� 2j (t� 2�jk) (16)Betragter man det indre produkt af f(t) med begge sider af (16), brugeridentiteten (11) og en tilsvarende for  2j (u � 2�jn), samt benytter sig af



2 ORTOGONALE WAVELETS 9de�nitionerne (13) og (15) p�a �ltrene H og G f�ar man:hf(u); �2j+1(u� 2�j�1n)i = +1Xk=�1h(n� 2k)hf(u); �2j(u� 2�jk)i+ +1Xk=�1 g(n� 2k)hf(u);  2j(u� 2�jk)iDenne ligning viser, at Ad2j+1f kan rekonstrueres ved inds�ttelse af nullermellem hvert par af samples i Ad2jf og Dd2jf , efterfulgt af foldning med Hhhv. G. Dette er illustreret i Figur 2. - H" 2" 2 G--Dd2jf
Ad2j+1f-Ad2jf +j-

Figur 2: Rekonstruktion.2.6 Kort om wavelets genereltJeg vil kort argumentere for, hvorfor Mallats tilgang har sin vugge i funk-tionalanalysen4. Med symbolbrugen  s(t) = ps (st) de�nerede Morlet ogGrossman i [6] wavelet transformationen (WT ) af f(t) 2 L2(R) som:WTf(s; p) = hf(t);  s(t� p)i; (s; p) 2 R+ � RDvs. som opl�sningen af f(t) i familien ( s(t � p))(s;p)2R+�R. Denne repr�-sentation er normalt redundant, og rekonstruktion er ikke altid mulig. Detinteressante er, at der om den Fourier transformerede af  s(t) g�lder: ̂s(!) = 1ps ̂(!s )Alts�a varierer opl�singen af WT med skalaparametren s. Specielt dekompo-neres f(t) i frekvensb�and, hvis bredde er konstant p�a en logaritmisk skala.Er dagsordenen diskretisering, er det derfor n�dvendigt at sample s eks-ponentielt. Antag at man tager stikpr�ver i (�j)�2Z. S�a m�a p i de tilh�rende4Mit kendskab til v�rkerne [6], [7] og [8], som refereres nedenfor, er indirekte gennem [4].Henvisningerne er medtaget for fuldst�ndighedens skyld.



3 KVADRATURFILTRE 10kanaler samples med en hastighed, der er proportional med �j, f.eks. �j=�.Alts�a kan den diskrete wavelet transformation (WT d) skrives:WT df(j; n) = WTf(�j; n�=�j); (j; n) 2 Z2Den opl�ser alts�a f(t) i funktionerne  �j (t�(n�=�j))(j;n)2Z2. En vigtig klasseaf WT d blev opdaget af Meyer [7] og Stromberg [8], som viste, at der �ndeswavelets  (t), s�a ( 2j (t � 2�jn))(n;j)2Z2 er en ortonormal basis for L2(R).Det er af disse valg � = 2 og � = 1 navnet ortogonal wavelet kommer5.Eksistensresultatet gav genlyd. Indtil da havde man ikke regnet med, atdet alment var muligt at fremstille et fuldst�ndigt ortonormalsystem, hviselementer havde lokalisering i b�ade tid og frekvens.I rammen af funktionalanalyse er man oftest interesseret i at v�lge sinmoder wavelet  (t), s�a det kan lade sig g�re at udtale sig om forskelligeegenskaber for en funktion f(t) p�a baggrund af dens wavelet koe�cienter.F.eks. afh�nger regulariteten af f(t) i t0 under de rette foruds�tninger af,hvor hurtigt wavelet koe�cienterne aftager i n�rheden af t0. En af pionerernep�a omr�adet har v�ret Meyer. I signalbehandlings-sammenh�ng som f.eks.m�nstergenkendelse og subband coding | se umiddelbart nedenfor | �nskerman derimod, at de resulterende �ltre bliver s�adan, at beregningerne kanimplementeres e�ektivt. Nogle �ltre kan v�re nyttige i begge kontekster. Ieksemplerne i afsnit 5 er s�aledes anvendt �ltret D4 fra den klasse af �ltre,som Daubechies [9] konstruerede, og som g�r �(t) regul�r. Dette er ikkebare �nskv�rdigt i funktionalanalytisk forstand, men ogs�a i forbindelse medkomprimering vha. multiopl�snings-transformation [10].3 Kvadratur�ltreDen anden m�ade, den omtalte dekompositionsmetode blev fundet p�a, harr�dder i den rene signalbehandling. N�ar et kontinuert signal som f.eks. lyddiskretiseres ved sampling, vil der opst�a st�j som f�lge af kvantisering. Det erderfor af Crochiere et al. [11] blevet foresl�aet at opsplitte spektret i delb�and,og kode disse separat. Denne subband coding indkapsler den introduceredest�j i de valgte frekvensintervaller, og giver mulighed for at bruge forskelligekbps-rater til kodning af distinkte b�and. De resulterende delsignaler kan ek-sempelvis transmitteres eller lagres hver for sig, dekodes og sammens�ttestil en diskretisering af det oprindelige signal.I det efterf�lgende er antallet af kanaler for en nemheds skyld, og fordider sigtes efter en parallel til ortogonale wavelets, valgt til to. Dvs. spektret5Som det anvendes af Mallat, er begrebet ortogonal wavelet dog mere speci�kt, idetder �ndes basiser, som ikke kan fremstilles af en multiopl�sningsanalyse [9].



3 KVADRATURFILTRE 11deles midt over i en �verste og nederste del. S�a illustreres fremgangsm�aden iz-dom�net, hvor foldning best�ar i multiplikation, ved en togrenet �lterbank| se Figur 3. Ved �ltrering med H0(z) hhv. H1(z) fremska�es lav-pas- hhv.h�j-pas-delen af det oprindelige signal X(z). Dette efterf�lges af nedsamplingmed en faktor to. Dermed er det totale antal samples i repr�sentationen afX(z) u�ndret. Dette beskriver analysedelen. De stiplede linier symbolisererkodning og dekodning, samt evt. anden behandling, f�r delsignalerne i rekon-struktionsdelen bringes til at producere en interpolation X̂(z) af X(z) vha.opsampling og �ltrering med G0(z) og G1(z). " 2 - G0(z)# 2-H0(z) " 2 - G1(z)# 2-H1(z) j+6?- X̂(z)X(z) --Figur 3: Filterbank.En s�adan yderligere behandling kunne ganske trivielt best�a i helt at bort-kaste det ene delsignal, hvilket ville neds�tte antallet af samples, dvs. kompri-mere. Det forekommer is�r naturligt, n�ar informationsindholdet af signaletX(z) a priori vides at v�re fordelt uj�vnt i de to frekvensomr�ader. Mindredrastisk kunne man, som skrevet, kvantisere samples h�rende til det mesthhv. mindst informationstunge del-b�and med 
est hhv. f�rrest bits.Som eksempel kan n�vnes et billede. De lave frekvenser vil som oftest vejetungere end de h�je i fastl�ggelsen af dets udseende, hvilket blandt andetudnyttes i JPEG-standarden for billedkompression.Afh�ngigt af, hvad man v�lger, vil det rekonstruerede signal X̂(z) i h�jereeller lavere grad afvige fra det oprindelige signal X(z). Man sigter imidlertidefter perfekt rekonstruktion, dvs. X̂(z) = X(z), n�ar der ses bort fra kodningog dekodning, hvilket jeg vil g�re i det efterf�lgende. Relationen kan s�a vedfaktorisering skrives:X̂(z) = 12[H0(z)G0(z) +H1(z)G1(z)]X(z)+ 12[H0(�z)G0(z) +H1(�z)G1(z)]X(�z) (17)Ser man bort fra X(�), beskriver det f�rste led impulssvaret for �lterbanken,hvis der ikke tages hensyn til virkningen af op- og nedsamling, som s�a tilgeng�ld er indeholdt i det andet led, og den f�rste af de tre typer fejl, analysenog rekonstruktionen kan introducere:



3 KVADRATURFILTRE 12A. Aliasing. Velkendt.B. Kort-tids faseforvr�ngning. Dvs. frekvenskomponenterne forskydes iforhold til hinanden.C. Kort-tids frekvensforvr�ngning. Alts�a at nogle frekvenser d�mpes mereend andre.I [11] benytter man sig af disjunkte b�and-pas �ltre, men for at g�re denaliasing, der resulterer, beskeden, er det n�dvendigt med temmelig kompli-cerede �ltre. Med realisering i baghovedet er dette �rgeligt. Der er opdagetandre, mere brugbare typer af �ltre, hvilket beskrives nedenfor.3.1 Kvadratur spejl�ltreAntag nu, at H0(z) er et lav-pas �lter H(z), og at H1(z) er h�j-pas spejl�lt-ret H(�z) s�aledes, at analyse�ltrene jvf. Esteban og Galand [12] er et parkvadratur spejl�ltre (QMF), som alts�a opfylder:H1(z) = H0(�z)S�a kan aliasing-leddet i (17) afskrives ved at v�lge:G0(z) = 2H(z) G1(z) = �2H(�z)For QMF-�lterbanken g�lder s�a:X̂(z) = [H2(z)�H2(�z)]X(z)Hvis man ser bort fra forsinkelse, kr�ver perfekt rekonstruktion unity gain.Dermed menes, at koe�cienterne i jH2(z) � H2(�z)j bortset fra en enkelt,som er 1, alle er 0. Desuden er det �nskeligt, at H(z) er line�r-fase, idetQMF-�lterbanken s�a kan simpli�ceres, og dermed realiseres med halvt s�amange �ltre p�a en m�ade, s�a e�ektiviteten �redobles. Desv�rre er det kuntrivielle line�r-fase FIR �ltre, der giver unity gain. Et eksempel herp�a ersum- og di�erence�ltrene:H0(z) = 12(1 + z�1) H1(z) = 12(1� z�1) (18)Den slags �ltre giver ikke mulighed for su�cient frekvensopl�sning. Der erudviklet forskellige metoder til at designe h�jereordens �ltre, men dem viljeg ikke omtale.



3 KVADRATURFILTRE 133.2 Konjugerede kvadratur�ltreDet er nemlig ikke n�dvendigt, hvis man som Smith og Barnwell [13] fravigerkravet om, at �ltrene i �lterbanken alle kan udtrykkes ved frekvensforskyd-ning og skalering af det samme lav-pas �lter H(z).Betragt med det for �je (17) skrevet p�a matrixform:X̂(z) = 12xTBgxT = (X(z)X(�z))gT = (G0(z)G1(z))B = � H0(z) H1(z)H0(�z) H1(�z) �S�a sikres perfekt rekonstruktion modulo forsinkelse ved at opfylde:Bg = �2z�N0 �hvor N 2 Z+ er den introducerede forsinkelse. De�nerer man analyse�ltrenesom et par konjugerede kvadratur�ltre (CQF):H1(z) = �H0(�z�1)z�N (19)antager N 2 O , og s�tter:G0(z) = H0(z�1)z�N = H1(�z) G1(z) = H1(z�1)z�N = �H0(�z) (20)bliver impulssvaret S(z) for CQF-�lterbanken:S(z) = 12[H0(z)H0(z�1) +H0(�z)H0(�z�1)]z�N= 12[P (z) + P (�z)]z�Nhvor produkt�lteret P (z) relaterer til H0(z) som:P (z) = H0(z)H0(z�1) (21)Nu g�ar det hele op i en h�jere enhed, hvis S(z) blot er forsinkelsen. Lidtmanipulation: P (z) + P (�z) = 2mP+1n=�1(1 + (�1)n)p(n)z�n = 2mp(n)�1+(�1)n2 � = �(n) (22)



4 ANALOGIEN 14giver betingelsen i tidsdom�net. Det drejer sig alts�a om at �nde et �lter P (z)som f�rst og fremmest honorerer (22), men som ogs�a kan faktoriseres somkr�vet af (21).Som det bla. beskrives i [13], er der blevet ofret en masse energi p�a dettedetektivarbejde, hvilket da ogs�a har givet udslag i et v�ld af designteknikker.Pladsen bliver dog for trang, hvis jeg skal g�a i nogen form for detaljer.Er man ikke interesseret i en real-time-implementering ved fysiske kompo-nenter, beh�ver man ikke at l�gge 
ere begr�nsninger p�a N end de allereden�vnte. Ellers m�a man v�lge N = L � 1, hvor L er de indg�aende �ltresl�ngde, der alts�a skal v�re lige og positiv.4 AnalogienDet burde nu v�re intuitivt klart, at multiopl�sningsanalyse er besl�gtetmed kvadratur�ltre, men for at g�re koblingen indlysende, anf�rer jeg nogleudregninger. Sammenholdes ligning (2) og (8) og f�lgende udledning:K1(!) = � exp(i!)K0(! + �)= � exp(i!) +1Xn=�1k0(n) exp(in!)(�1)n= +1Xn=�1�k0(n) exp(i!(n+ 1))(�1)nm �n�1= +1Xm=�1�k0(�m� 1) exp(�im!)(�1)�m�1f�as sammenh�ngen: k1(m) = �k0(�m� 1)(�1)�m�1n�ar konjugering antages ingen e�ekt at have6. Derfor haves en lignende sam-menh�ng mellem rekonstruktions�ltrene:g(n) = �h(�n � 1)(�1)�n�1 (23)I z-dom�net haves alts�a:G(z) = P+1n=�1�h(�n � 1)(�1)�n�1z�n = P+1n=�1�h(m)(�1)mzm+1= �zP+1n=�1 h(m)(�z)m = �zH(�z�1)~H = H(z�1)~G = G(z�1)6Hvilket ogs�a kan indses ved at anvende invers Fourier transformation p�a (8).



5 EKSEMPEL 15De�ner nu �re nye �ltre ved:H 00(z) = H(z�1)H 01(z) = G(z�1) = �z�1H 00(�z�1)G00(z) = H(z) = H 00(z�1) = zH 01(�z)G01(z) = G(z) = H 01(z�1) = �zH 00(�z)S�a er der fuld overensstemmelse med relationerne (19) og (20) bortset fra etpar detaljer:� G0 og G1 er forsinkede i forhold til G00 og G01, hvilket er n�dvendigt forat kunne realisere vha. kausale �ltre.� I det hele taget opererer man i konteksten af subband coding meden mere generel forsinkelse N , end den p�a 1, der optr�der i Mallatsfremstilling af multiopl�sningsanalyse. Og alligevel ikke. V�lger mani (8) istedet K1(!) = � exp(iN!)K0(! + �), er den almene forsinkelseindf�rt.Enhver multiopl�sningsanalyse giver alts�a anledning til et par konjugeredekvadratur�ltre7. Det omvendte g�lder dog ikke, hvilket har at g�re med (4).5 EksempelIWaveLab8 er forfattet et program, der illustrerer udvalgte dele af ovenst�a-ende:% Der fremstilles et signal, der kan arbejdes paa.SignalL=2^8;t=[1:SignalL]./SignalL;x=MakeSignal('Bumps',SignalL);% Definition af filtre. Bemaerk at MirrorFilt giver alternerende fortegn,% og ikke hvad der normalt kaldes spejlfiltret. Det faas derimod vha. reverse,% som ogsaa implementerer forsinkelse. Bemaerk at G er forsinket det dobbelte% af FilterPar i forhold til sin definition ved H i afsnittet Analogien - og% at der ikke er tale om den specielle forsinkelse paa 1, som Mallat benytter% sig af. Det har ingen indflydelse paa formen af den ortogonale wavelet, som% produceres, men den bliver, som G, forsinket - dvs. forskudt mod +\infty.% Det kan man dog ikke se paa figuren, da det i forbindelse med manipulation% af akserne implicit antages, at psis stoette starter i 0. Antagelsen% g�res ogsaa for skaleringsfunktionen phi, men det har ingen betydning, da% dens stoette faktisk skal starte i 0.FilterType='Daubechies'; FilterPar=4;H=MakeONFilter(FilterType,FilterPar)G=-reverse(MirrorFilt(H));%Htilde=H(z^(-1));7Dog induceres kvadtratur spejl�ltrene (18) af den velkendte Haar-basis for L2(R).8http://playfair.stanford.edu:80/~wavelab/



5 EKSEMPEL 16%Gtilde=G(z^(-1));% Produktion af scl og wav ved iteration. Efter kaskade af% rekonstruktionstrinnet skaleres foerste- og andenkooerdinater passende.J=10;Coeff=1; Coeff=UpSample(Coeff);phi=conv(Coeff,H); psi=conv(Coeff,G);for i=-(J-1):-1phi=UpSample(phi);phi=conv(phi,H);psi=UpSample(psi);psi=conv(psi,H);end;domainshrink=2^(-J); rangeexpand=2^(J/2);i=1;for n=0:(length(phi)-1)scl(i)=rangeexpand*phi(n+1);wav(i)=rangeexpand*psi(n+1);domain(i)=n*domainshrink;i=i+1;end;figure(1);subplot(2,1,1); plot(domain,scl);ylabel('phi(t)'); title('(a)');subplot(2,1,2); plot(domain,wav);xlabel('t'); ylabel('psi(t)'); title('(b)');% Oploesning samt illustration af resultatet.xopl=FWT_PO(x,0,H);figure(2)subplot(3,1,1); plot(t,x);ylabel('x(t)'); title('(a)');v=axis; ymin=v(3); ymax=v(4); axis([0 1 ymin ymax]);subplot(3,1,2); PlotMultiRes(xopl,0,0,H);xlabel(''); ylabel('j'); title('(b)');subplot(3,1,3); PlotWaveCoeff(xopl,0,0);xlabel('t'); ylabel('j'); title('(c)');% Rekonstruktion.xrkst=IWT_PO(xopl,0,H);% Simulering af filterbank.H0=MakeONFilter(FilterType,FilterPar);H1=-reverse(MirrorFilt(H0));G0=reverse(H0);G1=reverse(H1);P=conv(H0,reverse(H0));H0minus=MirrorFilt(H0);Pminus=conv(H0minus,reverse(H0minus));S=.5*(P+Pminus)xhat=conv(x,S);% Illustration af sammenhaeng mellem x, xrkst og xhat.figure(3)subplot(3,1,1); plot(x);ylabel('x(t)'); title('(a)');subplot(3,1,2); plot(x-xrkst);ylabel('x(t)-xrkst(t)'); title('(b)');subplot(3,1,3); plot(xhat);xlabel('t'); ylabel('xhat(t)'); title('(c)');v=axis; xmin=v(1); xmax=v(2); axis([xmin xmax ymin ymax]);



6 EFTERSKRIFT 17N�ar programmet udf�res, produceres f�lgende uddata:H = 0.4830 0.8365 0.2241 -0.1294S = 0 0.0000 0 1.0000 0 0.0000 0samt tre �gurer. Dette forklares i det f�lgende.Udover Mallat | se (7) | har Daubechies gjort sig til talsperson forindirekte konstruktion af ortogonal wavelet og skaleringsfunktion vha. �ltre,hvilket er den ene af de to metoder9, man benytter sig af i dag [10]. Hvisman derefter er interesseret i den tilh�rende multiopl�sningsanalyse, kan manbygge den udfra �(t).Under alle omst�ndigheder l�gger man ud med at designe et passende�lter H, hvorefter G de�neres jvf. (23). Ideen er s�a simpelthen at syntetiserede tilh�rende basisfunktioner som vist p�a Figur 2 udfra en passende v�rdiaf (9). Er man ude efter skaleringsfunktionen hhv. den ortogonale wavelet,skal man starte med:(1; M�1z }| {0; : : : ; 0) hhv. (0; M�1z }| {1; 0; : : : ; 0)Dette giver �2�J (t) og  2�J (t), hvorfor der m�a manipuleres, f�r man har �(t)og  (t). Resultatet kan ses p�a Figur 4. Der er taget udgangspunkt i D4-�ltret,hvis koe�cienter kan a
�ses af uddata.Programmet fremstiller ogs�a en illustration af den wavelet transformeredeaf det valgte, kunstige signal | se Figur 5. Man ser tydeligt, at detalje-signalerne er st�rst der, hvor x varierer mest.Figur 6 viser sammenh�ngen mellem x, xrkst og xhat. At xhat er forsin-ket i forhold til x er m�aske umiddelbart sv�rt at se, siden D4 er s�a kort. Mankan dog tydeligt spore forsinkelsen i impulssvaret S, der er en del af uddata.L�g m�rke til, at xrkst ikke er faseforskudt, daWT d og IWT d ikke skal skei real-time, hvorfor man ikke beh�ver at forsinke ikke-kausale �ltre i Figur 1og Figur 2. En forskydning ville ogs�a v�re katastrofal, da Ad2jf og Dd2jf ikkeville v�re indbyrdes synkroniserede.6 EfterskriftDet er blevet opridset, hvorfor den traditionelt anvendte STFT ikke opfylderde krav, man naturligt stiller til en dekompositionsteknik, som kan bruges ved9Den anden best�ar i at udglatte waveletten sinc, der har den Fourier transformerede ̂(!) = 1]�;2�[. Er gjort af bla. Meyer og Stromberg.
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Figur 4: Basisgeneratorer h�rende til D4-�ltret. (a) Skaleringsfunktion. (b)Ortogonal wavelet.m�nstergenkendelse. Det g�r derimod den multiopl�snings-transformationopdaget af Mallat, der er beskrevet, og som er et eksempel p�a begrebet WT .Det viser sig, at de �ltre, man vil implementere med, er af samme type, somdem, der er blevet foresl�aet til subband coding, nemlig CQF.P�a falderebet vil jeg ogs�a godt n�vne, at der ligger mange generaliseringeraf de behandlede emner ligefor. Det er nemmest at udtrykke dem vha. �lter-banks. Som forklaret i [10] kan man f.eks. betragte biortogonale af slagsen,eller man kan lade dem have vilk�arlig tr�struktur.Is�r transformation af 
erdimensionelle signaler st�ar�aben. SomMallat [3]bem�rker, er man dog jvf. Meyer [7] p�a sikker grund med separable mul-tiopl�sningsanalyser. I dette tilf�lde kan man opsplitte sit signal i uafh�n-gige, rumligt orienterede kanaler, hvilket selvsagt er et kraftfuldt v�rkt�j tilbrug ved m�nstergenkendelse.
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Figur 5: Gra�sk fremstilling af WT d. (a) Signalet x. F�rsteaksen er skaleretfor at lette sammenligning. (b) Den kontinuerte approksimation A2�Jf(t),samt de kontinuerte detalje-signaler (D2jf(t))�J�j��1. Her bruges kontinu-ert til at betegne tiln�rmelse - de best�ar selvf�lgelig af endeligt mange funk-tionsv�rdier. Pointen er, at den ortogonale wavelet repr�sention er brugtsom koe�cienter til �2�J (t) og  2j (t� 2�jn)�J�j��1 for passende v�rdier afn p�a hver skala. Bid endvidere m�rke i, atWaveLab i sin fremstilling laderj tilh�re f�(J � 1); : : : ; 0g. For at opn�a symbolkonsistens med Mallat, skalder alts�a tr�kkes 1 fra v�rdierne af j p�a andenaksen, hvilket ogs�a g�lderfor: (c) De diskrete detalje-signaler (Dd2jf)�J�j��1.



6 EFTERSKRIFT 20

0 50 100 150 200 250 300
0

2

4

6

x(
t)

(a)

0 50 100 150 200 250 300
−4

−2

0
x 10

−12

x(
t)

−
xr

ks
t(

t)

(b)

0 50 100 150 200 250 300
0

2

4

6

t

xh
at

(t
)

(c)

Figur 6: (a) Oprindeligt signal x med f�rsteaksen skaleret. (b) Forskel mellemx og resultatet xrkst af IWT d. Den opst�ar grundet den endelige pr�cisioni datamatens aritmetik. (c) Signalet xhat, der kommer ud af �lterbanken.Bem�rk forsinkelsen.
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